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Аннотация—Рассматривается робастная по отношению к виду распределения помех за-
дача минимаксного оценивания сигнала с ограниченной второй производной по конечно-
му числу измерений. Целевой функционал — вероятность превышения L2-нормой ошибки
заданного порога. Его максимум по распределениям помех (с фиксированными средним
и ковариацией) и сигналам с ограниченной второй производной требуется минимизиро-
вать на конечномерном классе сплайновых оценок. Задача решается методами выпуклого
программирования за счет выражения целевого функционала через среднеквадратичную
границу, следующую из неравенства Маркова, и точную вероятностную границу в виде
многомерного неравенства Селберга. Проведен численный эксперимент для сравнитель-
ного анализа полученных решений в задаче восстановления траектории движения цели
с учетом ограничения на ускорение.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Робастная стохастическая оптимизация (distributionally robust optimization) объединяет в се-
бе большое разнообразие моделей, содержащих априорную неопределенность в терминах рас-
пределения случайных данных [1, 2, 3, 4]. Идея этого подхода состоит в том, чтобы на за-
данном классе стратегий минимизировать наихудшее значение вероятностного функционала
риска при условии, что случайные параметры модели имеют произвольное распределение из
некоторого семейства. Важнейшим примером семейства, допускающего явный вид наихудше-
го значения вероятностного функционала, является класс распределений с фиксированными
математическим ожиданием и ковариационной матрицей [5]. Данный факт нашел свое при-
менение при разработке робастных решений задач стохастического программирования [1,2,3],
оценивания, фильтрации и управления [6,7,8,9]. Последние публикации в области робастного
оценивания и фильтрации основаны на методологии машинного обучения, в рамках которой
множество неопределенности задается в терминах вероятностных расстояний (метрика Вас-
серштайна, относительная энтропия и т.п.) для измерения отклонения эмпирического распре-
деления от теоретического [10,11,12,13,14].

1 Работа выполнена по государственному заданию FFWZ-2022-0006.
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В данной работе рассматривается минимаксная задача оценивания непрерывного сигнала
с ограниченной второй производной по конечному числу наблюдений. Критерием оптимиза-
ции выступает минимум вероятности ошибки (т.е. вероятности того, что норма ошибки оценки
превысит заданный порог) в условиях априорной неопределенности, заданной в терминах ма-
тематического ожидания и ковариационной матрицы [15]. Поскольку о неизвестном сигнале
отсутствует статистическая информация, любая его оценка будет смещенной. По этой причине
точная граница для наихудшей вероятности ошибки не может быть получена с помощью нера-
венства Маркова — в виде отношения среднеквадратичной ошибки к квадрату порога. Вместе
с тем алгоритмическое решение, основанное на переходе к задаче полуопределенного програм-
мирования [16], приводит к задаче большой размерности. Указанную проблему можно решить
за счет использования явного вида многомерной границы Селберга [17]. В итоге искомая оцен-
ка получается применением численных методов пакета cvx [18].

Сравнительный анализ полученных статистических решений проведен на примере задачи,
в которой требовалось восстановить траекторию движения цели с ограниченным ускорени-
ем [19]. В отличие от процитированной работы в данной статье представлено детальное срав-
нение оценок, полученных как по традиционному среднеквадратичному критерию, так и по
критерию в виде вероятности ошибки или его эквивалентной форме — квантильному крите-
рию. Кроме того, к новым результатам настоящей работы относится разработка алгоритми-
ческих процедур, позволяющих получать оценки, подчиняющиеся тому же условию, что и
восстанавливаемый сигнал. С этой целью ограничение на вторую производную оценки вклю-
чено в соответствующие оптимизационные постановки. Данный подход аналогичен методу,
предложенному ранее в [20] для синтеза нелинейного контура фильтрации на основе решения
задачи о приближении функции с ограниченными производными.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Допустим, что гладкий сигнал x(t) ∈ R, t ∈ [0, T ], такой что x(0) = ẋ(0) = 0 и |ẍ(t)| ≤ w,
требуется восстановить по наблюдениям Y (tk) = x(tk) + η(tk) в конечном множестве точек {tk,
k = 1, . . . , N} при условии, что случайные помехи являются центрированными некоррелиро-
ванными величинами с одинаковой дисперсией σ2.

Данную модель запишем в операторном виде

x = Aθ, θ ∈ Θ, Y = B θ + η, η ∼ P(0, σ2IN ), (1)

где x— сигнал, как элемент пространства H = L2[0, T ]; θ = ẍ— вторая производная сигнала;
Y и η— вектор наблюдения и вектор помех, как элементы евклидова пространства RN ; Θ—
шар радиуса w в пространстве кусочно-непрерывных функций K (это пространство снабжено
нормой ∥θ∥∞ = ess supt∈[0,T ] |θ(t)|); условие η ∼ P(µ,R) означает M η = µ и cov{η, η} = R; IN —
единичная N ×N матрица; A : K → H и B : K → RN — интегральные операторы, порожденные
интегральным ядром g(u) = max{u, 0}:

(Aθ)(t) =

∫ T

0
g(t− τ) θ(τ) dτ, (Bθ)(tk) =

∫ T

0
g(tk − τ) θ(τ) dτ.

Рассмотрим вероятность превышения L2-нормой

∥ε∥ =
(∫ T

0
ε2(t) dt/T

)1/2
ошибки оценивания ε = x̃− x заданного порога h как целевой функционал: P

{
∥x̃− x∥ ≥ h

}
.

Он называется далее вероятностью ошибки и подлежит минимизации за счет выбора оце-
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нок x̃ = FY . Допустим, что операторы F имеют вид

(FCY )(t) =
N∑
k=1

f(t, tk)Y (tk), f(t, tk) =
P∑

p=1

βp(t)cp(tk), (2)

где функции f(t, tk) порождены квадратичными B-сплайнами {βp(t), p = 1, . . . , P} с задан-
ными узлами T0 = 0 < T1 < . . . < TP = T < TP+1 < TP+2 и параметризованы P ×N матрицей
коэффициентов C = {cp(tk)}p=1,...,P, k=1,...,N .

Тогда оптимизационная постановка задачи робастного оценивания с вероятностным кри-
терием имеет вид: найти минимаксную оценку x̂ = F̂ Y , т.е.

F̂ = FCh
: Ch = arg min

C∈RP×N
sup
θ∈Θ

sup
η∼P(0, σ2IN )

Pθ

{
∥FCY − x∥ ≥ h

}
. (3)

Оптимум в задаче (3) назовем минимаксным значением вероятности ошибки α̂h, соот-
ветствующей порогу h.

3. СРЕДНЕКВАДРАТИЧНАЯ ЗАДАЧА ОЦЕНИВАНИЯ

Оценим сверху вероятность ошибки с помощью неравенства Маркова:

Pθ

{
∥FY −X∥ ≥ h

}
≤ Mθ∥FY −X∥2/h2, (4)

где среднеквадратичная ошибка Mθ∥FY −X∥2 состоит из двух слагаемых: квадрата смещения
Rθ(F ) = ∥(FB −A)θ∥2 и суммарной дисперсии ошибки

D(F ) = σ2tr[FF ∗] = (σ2/T )

∫ T

0

N∑
k=1

f2(t, tk) dt.

Для оценки смещения воспользуемся следующим неравенством: supθ∈ΘRθ(F ) ≤ w2∥ψ∥21, где

∥ψ∥21 = (1/T )

∫ T

0

(∫ T

0
|ψ(t, τ)| dτ

)2
dt, ψ(t, τ) =

N∑
k=1

f(t, tk)g(tk − τ)− g(t− τ).

Пусть ∥ · ∥F — фробениусова норма, G— P × P матрица Грама, составленная из скалярных
произведений

Gp,q = (βp, βq) = (1/T )

∫ T

0
βp(t)βq(t) dt,

а H — матрица из разложения G = H⊤H. Тогда из представления оператора FC через сплайны
следует

D(FC) = σ2
N∑
k=1

P∑
p,q=1

cp(tk)Gp,qcq(tk) = σ2tr[C⊤GC] = σ2∥HC∥2F .

Верхнюю границу смещения представим с помощью приближенной схемы интегрирования на
равномерной сетке {si}i=1,...,M :

R(FC) = (w2T 2/M3)

M∑
i=1

( M∑
j=1

|ψ(si, sj)|
)2 ≈ w2∥ψ∥21.

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 24 № 3 2024
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Отсюда получаем среднеквадратичную задачу робастного оценивания

x̂mse = FCmseY : Cmse = arg min
C∈RP×N

{
D(FC) +R(FC)

}
, (5)

Если ввести матрицы

A = {g(si − sj)}i,j=1,...,M , B = {g(tk − si)}k=1,...,N,i=1,...,M , beta = {βp(si)}i=1,...,M,p=1,...,P ,

то задачу (5) можно сформулировать с помощью спецификаций пакета cvx.

Алгоритм 1 (решение среднеквадратичной задачи робастного оценивания).
Входные данные: sigma w T P N M H(P,P) beta(M,P) B(N,M) A(M,M)
cvx_begin

variables C(P,N) D R;
minimize( D + R );
subject to

sigmaˆ2*square_pos(norm(H*C,’fro’)) <= D;
wˆ2*Tˆ2/Mˆ3*sum(square_pos(sum(abs(beta*C*B-A),2))) <= R;

cvx_end
Выходные данные: C % матрица коэффициентов оценивателя FCmse

D % суммарная дисперсия D(FCmse)
R % верхняя граница квадрата смещения R(FCmse)

Теперь по неравенству Маркова получаем верхнюю оценку для минимаксного значения
вероятности ошибки: α̂ ≤ αmse = min

{(
D(FCmse) +R(FCmse)

)
/h2, 1

}
.

4. ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОМЕРНОЙ ГРАНИЦЫ СЕЛБЕРГА

Для вероятности выхода случайного вектора ζ с ненулевым Mζ за границы шара в евкли-
довом пространстве Rn имеется многомерная граница Селберга [17]:

π
(n)
h (r, c) = sup

ζ∼P(b, c2In), |b|≤r

P
(
|ζ| ≥ h

)
=

(
1 +

(√
nh2 − (n− 1)(nc2 + r2)− r

)2
n2c2

)−1

(6)

при условии h2 ≥ (nc2 + r2)(1 + c2/r2).

Однако в переменных (r, c, α) надграфик π
(n)
h (r, c) ≤ α оказывается невыпуклым. Поэтому

вместо исходной задачи (3) рассмотрим задачу робастного оценивания с квантильным крите-
рием — найти оценку x̂α = FCαY , которая для заданной вероятности ошибки α обеспечивает
наименьший порог h из расчета на наихудший случай, т.е.

Cα = arg min
C∈RP×N

{
h : sup

θ∈Θ
sup

η∼P(0, σ2IN )

Pθ

{
∥FCY − x∥ ≥ h

}
≤ α

}
. (7)

Оптимум в этой задаче будем называть минимаксным значением порога ĥα на уровне α.
Соотношение между задачами (3) и (7) с критериями в виде вероятности и квантили оче-

видно: оценка x̂h, дающая решение задачи с вероятностным критерием, будет также решением
задачи (7) на уровне α = α̂h, и наоборот, оценка x̂α, минимаксная по квантильному критерию,
дает решение задачи (3) для порога h = ĥα.

Данную формулировку можно свести к задаче выпуклого программирования следующим
образом. Ошибка ε = FCY − x имеет ковариационный оператор FCF

∗
C , такой что R ⊆ S, где

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 24 № 3 2024



ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛА С ОГРАНИЧЕННОЙ ВТОРОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 241

R = im[FCF
∗
C ] и S = span{β1, . . . , βP }. Если через PS обозначить ортопроектор на S, то за счет

выбора некоторого c ∈ R будет выполнено cov{ε, ε} ⪯ c2PS, что равносильно σ2GCC⊤G ⪯ c2G,
а с помощью матрицы H это условие эквивалентно σ2HCC⊤H⊤ ⪯ c2IP или, что то же самое,
σ∥HC∥S ≤ c, где ∥ · ∥S — спектральная норма. В силу dim[R] ≤ N < P границу (6) можно при-
менить к вектору ε ∈ H как к N -мерному вектору: Pθ

{
∥ε∥ ≥ h

}
≤ π

(N)
h (r, c), где r = Rθ(FC).

Теперь с учетом того, что π
(N)
h (r, c) ≤ α описывает выпуклое множество в переменных

(h, r, c), получаем задачу выпуклого программирования:

minh : по переменным h, r, c ∈ R, C ∈ RP×N при ограничениях (8)

(N − 1)(Nc2 + r2) +
(
r +Nc

√
(1− α)/α

)2
≤ Nh2, (9)

(N + 1)c2 + r2 +N(c2/r)2 ≤ h2, (10)
σ∥HC∥S ≤ c, (11)

R(FC) ≤ r2. (12)

Теперь задачу (8)–(12) можно сформулировать в терминах пакета cvx.

Алгоритм 2 (решение задачи робастного оценивания с квантильным критерием).
Входные данные: alpha sigma w T P N M H(P,P) beta(M,P) B(N,M) A(M,M)
cvx_begin

variables C(P,N) aux(M,1) h2 r c;
minimize( h2 );
subject to

(N-1)*(N*cˆ2+rˆ2)+(r+N*c*sqrt((1-alpha)/alpha))ˆ2 <= N*h2; % (9)
(N+1)*cˆ2+rˆ2+N*square_pos(quad_over_lin(c,r)) <= h2; % (10)
sigma*norm(H*C) <= c; % (11)
sum(abs(beta*C*B-A),2) <= aux; % (12)
w*T/Mˆ(3/2)*norm(aux) <= r; % (12)

cvx_end

Выходные данные: sqrt(h2) % Минимаксное значение порога ĥα

C % Матрица коэффициентов оценивателя FCα

cˆ2*N % Граница дисперсии D(FCα) = σ2∥HCα∥2F ≤ c2N

r % Максимальное смещение
√
R(FCα)

При формулировки алгоритма 2 пришлось ввести вспомогательную переменную aux, что-
бы учесть присутствие смещения r в линейной форме, а не только в форме квадрата R как
в алгоритме 1.

5. ПОСТРОЕНИЕ ОЦЕНОК С УЧЕТОМ ОГРАНИЧЕНИЯ НА ВТОРУЮ
ПРОИЗВОДНУЮ

Сформулированные выше оптимизационные задачи (3), (5) и (7) предполагают построение
линейных оценок x̃(t) без учета условия, которое априорно выполнено для неизвестного сиг-
нала |ẍ(t)| ≤ w, t ∈ [0, T ]. Поэтому предлагается наложить это условие на саму оценку. Для
этого в указанные оптимизационные постановки включим предположение о том, чтобы иско-
мый оператор оценивания FC определял оценку x̆(t) = FCY , такую что

|¨̆x(t)| ≤ w ∀ t ∈ [0, T ]. (13)
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Поскольку рассматриваемые операторы FC выражаются через квадратичные сплайны (2),
вторая производная представляет собой кусочно-постоянную функцию:

¨̆x(t) ≡ ξq, где ξq =
N∑
k=1

P∑
p=1

β̈q,pcp(tk)Y (tk) и β̈p(t) ≡ β̈q,p

при t ∈ (Tq−1, Tq) и q = 1, . . . , P . Следовательно, условие (13) принимает вид поэлементного
ограничения |ξq| ≤ w на вектор ξ = {ξq : q = 1, . . . , P}, который является произведением мат-
рицы dd = {β̈q,p}q,p=1,...,P , матрицы коэффициентов C и вектора наблюдений Y .

Таким образом, робастную оценку x̆ с требуемым ограничением на вторую производную
можно получить с помощью алгоритмов 3 и 4 (см. ниже), если критерием оптимизации вы-
ступают соответственно среднеквадратичная ошибка и квантиль нормы ошибки.

Алгоритм 3 (оценка по с.к. критерию с условием на вторую производную).
Входные данные: sigma w T P N M H(P,P) beta(M,P) dd(P,P) B(N,M) A(M,M)

Y(N,1) % вектор наблюдений
cvx_begin

variables C(P,N) D R;
minimize( D + R );
subject to

sigmaˆ2*square_pos(norm(H*C,’fro’)) <= D;
wˆ2*Tˆ2/Mˆ3*sum(square_pos(sum(abs(beta*C*B-A),2))) <= R;
norm(dd*C*Y,inf) <= w; % учет условия (13)

cvx_end
Выходные данные: C % матрица коэффициентов оценивателя

beta*C*Y % вектор значений оценки {x̆(si)}i=1,...,M

Алгоритм 4 (оценка по квантильному критерию с условием на вторую производную).
Входные данные: alpha sigma w T P N M H(P,P) beta(M,P) dd(P,P) B(N,M) A(M,M)

Y(N,1) % вектор наблюдений
cvx_begin

variables C(P,N) aux(M,1) h2 r c;
minimize( h2 );
subject to

(N-1)*(N*cˆ2+rˆ2)+(r+N*c*sqrt((1-alpha)/alpha))ˆ2 <= N*h2;
(N+1)*cˆ2+rˆ2+N*square_pos(quad_over_lin(c,r)) <= h2;
sigma*norm(H*C) <= c;
sum(abs(beta*C*B-A),2) <= aux;
w*T/Mˆ(3/2)*norm(aux) <= r;
norm(dd*C*Y,inf) <= w; % учет условия (13)

cvx_end
Выходные данные: C % матрица коэффициентов оценивателя

beta*C*Y % вектор значений оценки {x̆(si)}i=1,...,M

Важно отметить, что включение ограничения (13) в оптимизационную задачу приводит
фактически к нелинейному преобразованию вектора наблюдений Y . Если бы в роли тако-
го преобразования участвовала операция проектирования на множество возможных сигналов
(именно, такая задача решена в [20])

Π[x̂] = argmin
x

{
∥x− x̂∥ : x = Aθ, θ ∈ Θ

}
,
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где x̂— минимаксная линейная оценка, то оценка Π[x̂] имела бы характеристики (вероятность
ошибки, среднеквадратичную ошибку и т.д.) не хуже, чем те, что являются расчетными для x̂.
Однако оценка x̆ получается из решения задачи стохастической оптимизации в априорной по-
становке (т.е. формулируемой в терминах априорных средних, вероятностей и т.д.) с учетом
апостериорного условия на реализацию (13). Так что истинные характеристики искомой оцен-
ки x̆ отличаются от тех, которые получаются в результате оптимизации. Поэтому в алгоритмах
3 и 4 они не приводятся в качестве выходных данных.

Сравнение оценок, получаемых в результате применения алгоритмов 1–4, дается в следую-
щем разделе.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Сначала приведем вид оценок без учета ограничения (13). Сравним, как влияет на вид
оценки увеличение числа сплайнов P . На рис. 1 изображены истинный сигнал, N = 10 наблю-
дений и две минимаксные оценки, построенные (в одном эксперименте) по среднеквадратично-
му критерию с помощью алгоритма 1: слева использовано только P = 8 сплайнов, а справа —
в четверо больше. Как видно, при увеличении числа степеней свободы в выборе оценки из-
за отсутствия ограничения на вторую производную искомая оценка стремится превратиться
в ломанную, проходящую через наблюдения. Поэтому число используемых сплайнов P должно
примерно соответствовать числу наблюдений N .

Рис. 1. Сигнал (тонкая линия), минимаксная оценка (жирная кривая) и наблюдения (точки): слева —
для P = 8 сплайнов, справа — для P = 32 сплайнов.

Теперь сравним вид оценок, полученных по двум критериям: среднеквадратичному и кван-
тильному. Численный эксперимент проведен на интервале времени T = 120 c, где w = 3 м/с2 —
ограничение на модуль ускорения цели, для N = 30 наблюдений, полученных на равномерной
временной сетке при наличии независимых помех со смешанным распределением (центриро-
ванная нормальная величина с экспоненциальной дисперсией) и средним квадратичным от-
клонением σ = 50 м Для численного синтеза оценок взяты P = 40 сплайнов и M = 50 точек
в приближенной схеме интегрирования.

На рис. 2 вместе с истинной траекторией цели и ее наблюдениями изображены две оценки:
слева x̂mse — полученное алгоритмом 1 решение среднеквадратичной задачи робастного оцени-
вания (5); справа x̂α — полученное алгоритмом 2 решение минимаксной задачи с квантильным
критерием (7) на уровне α = 0.05.
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Обе оценки построены без учета условия на ускорение цели. В результате оценка x̂mse в боль-
шей степени сглаживает имеющиеся наблюдения, в то время как x̂α пытается приблизиться
к интерполяционную сплайну. Так что метод оценивания, основанный на оптимизации кван-
тильного критерия, отражает тонкую структуру наблюдений в противовес среднеквадратич-
ному методу, нацеленному на сглаживание изменений.

0 20 40 60 80 100 120

0

100

200

300

400

500

600

0 20 40 60 80 100 120

0

100

200

300

400

500

600

Рис. 2. Сигнал (тонкая линия), минимаксная оценка по среднеквадратичному критерию (жирная кри-
вая на левом графике), минимаксная оценка по квантильному критерию (жирная кривая на правом
графике) и наблюдения (точки).

В том же эксперименте были найдены оценки x̆mse и x̆α с ограниченной второй производной
c помощью алгоритмов 3 и 4, соответственно (см. рис. 3). Как видно, оценки, полученные на
основе двух критериев, отличаются незначительно. Тем самым введенное ограничение име-
ет эффект регуляризации, особенно он заметен при сравнении оценок x̂α и x̆α (ср. правые
графики рис. 2 и 3)
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Рис. 3. Сигнал (тонкая линия), полученная алгоритмом 3 оценка x̆mse (жирная кривая на левом графи-
ке), полученная алгоритмом 4 оценка x̆α (жирная кривая на правом графике) и наблюдения (точки).

Данные результаты сравнения останутся в силе для оценок по среднеквадратичному и ве-
роятностному критерию, поскольку последний порождает задачу, эквивалентную той, что по-
лучается при использовании критерия в форме квантили (с уровнем α, соответствующим по-
рогу h в вероятности ошибки).
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В заключение приведем данные о значениях рассматриваемых критериев: вероятности
ошибки α и квантили ошибки h (для эксперимента c параметрами T = 30, w = 1.1, σ = 1,
N = 10, P = 16, M = 30).

На рис. 4 представлена зависимость α от h. Она означает следующее: для заданного поро-
га h значение α на сплошной кривой равно минимаксному значению вероятности ошибки α̂h

из задачи робастного оценивания (3) — оно определяется точной вероятностной границей на
основе многомерного неравенства Селберга (6). То же самое можно интерпретировать и в тер-
минах задачи с квантильным критерием (7): значение h при данном уровне вероятности α
равно минимаксному значению порога ĥα. Штриховая линия, лежащая выше, описывает ту
же зависимость, но в случае использования грубой верхней границы для вероятности ошибки,
т.е. неравенства Маркова (4). Штрихпунктирная линия, лежащая много ниже, построена на
основе гипотезы о независимых нормальных помехах.

Например, по результатам применения алгоритма 2 при α = 0.05 значение порога составило
hα = 4.84, а при использовании алгоритма 1 и границы (4) вероятность ошибки оказывается
завышенной αmse > 0.07. Вместе с тем гипотеза о нормальном распределении помех приводит
к неоправданно оптимистичным выводам, так как P{∥x̂− x∥ ≥ hα} < 10−8.

Итак, метод, основанный на использовании точной вероятностной границы типа Селберга,
занимает промежуточное положение между двумя подходами: первый из них — слишком кон-
сервативный — он основан на неравенстве Маркова, и второй — чересчур оптимистичный, так
как он базируется на гипотезе о гауссовости помех.
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Рис. 4. Зависимость вероятности ошибки α от порога h для многомерной границы Селберга (сплошная),
границы Маркова (штриховая) и нормального распределения (штрихпунктир): слева — в естественном
масштабе, справа — в логарифмическом масштабе по α.
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе сформулированы оптимизационные постановки задачи робастного оцени-
вания сигнала с ограниченной второй производной по среднеквадратичному, вероятностному
и квантильному критериям, учитывающим разные требования к величине L2-нормы ошиб-
ки. За счет использования сплайновых оценок для этих задач представлены алгоритмические
решения, предполагающие априорное нахождение оценивателя на основе численных методов
полуопределенного программирования. Задача с критерием в форме вероятности ошибки сво-
дится к эквивалентной задаче выпуклого программирования в квантильной постановке за
счет использования точной вероятностной границы типа Селберга. В ходе численного экс-
перимента установлено, что среднеквадратичный критерий приводит к сильно сглаженным
оценкам, а квантильный — к оценкам, зависящим от тонкой структуры наблюдений. Кроме
того, представлены алгоритмические процедуры, работающие в апостериорном режиме для
учета ограничения на вторую производную оцененного сигнала.
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Restoration of a signal with bounded second-order derivative using
distributionally robust optimization

N.A. Kuznetsov, K.V. Semenikhin

An estimation problem distributionally robust with respect to random noise is considered for a signal
with bounded second-order derivative given a finite number of observations. The objective functional is the
probability that the L2-norm of the estimation error will exceed a prespecified threshold. Its worst-case value
on the set of all signals with bounded second-order derivative and arbitrary distributions of the noise vector
with fixed mean and covariance is to be minimized over the finite-dimensional class of spline estimators. The
optimization problem is solved using the methods of convex programming by representing the objective in
terms of two probability bounds: one is based on the mean square error and Markov inequality while the other
is the tight bound that follows from the multivariate Selberg inequality. A numerical experiment is carried
out for comparative analysis in the trajectory restoration problem for a target with bounded acceleration.

KEYWORDS: distributionally robust optimization, multivariate Selberg bound, minimax
estimation, error probability, bounded signal
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