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Аннотация—В статье рассмотрена задача редактирования в кластеризации (удаление
и добавление ребер и/или вершин исходного графа с целью формирования кластерной
структуры), включая ее различные версии (задача редактирования ребер, задача редак-
тирования вершин и др.). Приведен обзор литературы по данным задачам (типы задач,
методы их решения). Особое внимание уделено задаче редактирования ребер. Для этой
задачи представлены математические оптимизационные формулировки на минимизацию:
(1) базовая задача редактирования ребер с минимизацией общего числа удаления ребер и
добавления вершин, (2) версии указанной базовой задачи с весами для всех пар вершин
(включая двух-критериальный случай), (3) многокритериальная задача при векторных
весах пар вершин. Кратко описаны несколько других задач редактирования: (а) задача
редактирования на основе только удаления ребер, (б) задача редактирования с учетом
нескольких типов вершин, (в) задача редактирования на основе только удаления вершин.
Численные примеры иллюстрируют рассмотренные задачи. Приведены перспективные на-
правления исследований.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: кластеризация, редактирование кластеров, комбинаторная кла-
стеризация, комбинаторная оптимизация.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы особое внимание уделяется различным задачам и методам комбинатор-
ной кластеризации [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Данная статья посвящена специальной задаче ком-
бинаторной кластеризации: задаче редактирования в кластеризации (cluster editing problem -
CEP) [10,11,12,13,14]. Следует отметить, что эта задача часто исследуется как задача корре-
ляционной кластеризации (correlation clustering): трасформация исходного графа в множество
насвязанных кластеров-клик на основе небольшого числа модификаций ребер [3,15,16]. С дру-
гой стороны, CEP близка к задаче разбиения на основе клик (clique clustering) [17,18,19].

Версии задачи редактирования CEP используюся как части комбинаторных схем решения
в теоретических и прикладных исследованиях, например: (i) исследование сетей (разбиение
сетей, модификация сетей); (ii) различные исследования в вычислительной биологии; (iii) ис-
следование и проектирование в производственных системах. С вычислительной точки зрения
основные варианты задач редактирования в кластеризации относятся к классу NP-трудных
задач [20, 21, 22]. Иллюстрация области задач редактирования в кластеризации представлена
на Рис. 1. Некоторые основные типы задач редактирования в кластеризации имеют следующий
вид:

1. Задача редактирования на основе модификации ребер исходного графа является, практи-
чески, основной [14,23,24,25]: Преобразовать исходный граф за счет не более k модификаций
ребер (добавление или удаление) в множество несвязанных клик.
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2. Задача редактирования на основе ребер с целочисленными весами всех пар вершин ис-
ходного графа (ребер и не-ребер) определятся так [26]: Преобразовать исходный граф (за счет
модификаций ребер - добавление или удаление) в множество несвязанных клик с общим весом
модификации ребер не более k.

3. Специальная задача редактирования для двух-дольного графа (bicluster editing problem)
имеет вид [27,28,29,30]: Добавить или удалить не более k ребер в исходном двух-дольном графе
для получения множества несвязанных полных двух-дольных подграфов.

4. k (или p)-задача редактирования (k-CEP или p-CEP) имеет вид [31]: Добавить или
удалить ребра в исходном графе так, чтобы множество из p несвязанных клик (кластеров)
были получены на основе минимального числа операций модификации ребер.

Рис. 1. Иллюстрация области задач редактирования в кластеризации
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Иллюстративный пример для задачи редактирования в кластеризации представлен на Рис.
2. Здесь использованы следующие операции модификации ребер исходного графа: 5 удалений
ребер и 5 добавлений ребер.

Рис. 2. Пример задачи редактирования
(a) исходный граф
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Данная статья содержит следующее: (а) обзор литературы в области задач редактирова-
ния в кластеризации (типы задач, методы решения); (б) описание задач редактирования ребер
(cluster edge editing problem) включая комбинаторные оптимизационные модели и иллюстра-
тивные примеры; (в) краткое описаний нескольких других задач редактирования; (г) краткое
описание будущих направления исследований.

Материал данной статьи основан на предварительной публикации в виде препринта [46].

2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ

Основные типы задач в области задач редактирования в кластеризации представлены в
Таблице 1. Таблица 2 содержит список основных подходов к решению задач.

Таблица 1. Задачи редактирования в кластеризации
Ном. задача/исследование Источники

1. Основные задачи:
1.1. Основные задачи редактирования в кластеризации [14,24,25,47]
1.2. Взвешенные задачи редактирования [23,26,32,48]
1.3. Задача редактирования с покрывающими (overlapping) кластерами [11,33]
1.4. Задача редактирования на планарном графе [49]
2. Задачи редактирования на основе только удалений:

2.1. Задача редактирования на основе удалений [25,34]
2.2. Задача редактирования на основе удалений для ко-графа (co-graph) [50]
2.3. Задача редактирования на основе удалений с фиксированным параметром [51]
2.4. Задача редактирования на основе удалений для интервального графа [52]
2.5. Задача редактирования на основе удалений вершин [21,36,37,38,39]
2.6. Задача редактирования на основе удалений с весами для хордового графа [53]
2.7. Задача разбиения дерева [40,41]
3. Задачи редактирования с фиксированным параметром:

3.1. Задача редактирования с фиксированным параметром [23,51,54,55]
3.2. Задача редактирования с фиксированным параметром [56,57]

с разбиением (splitting) вершин
3.3. Динамическая задача редактирования с фиксированным параметром [45]
3.4. Задача редактирования с многими фиксированными параметрами [10]
4. Специальные задачи редактирования:

4.1. Задача редактирования для двух-дольного графа [27,29,30]
4.2. p-задача редактирвоания [22,31,42]
4.3. Задача редактирования с разбиением вершин [56,57]
4.4. Задача редактирования с локально ограниченными модификациями [58]
4.5. Задача редактирования с небольшим числом кластеров [59]
4.6. Задача редактирования кластерами малого размера [60]
4.7. Задача редактирования на много-уровневом графе [44]
5. Динамические задачи редактирования:

5.1. Основная динамическая задача редактирования [45]
5.2. Задача редактирования для многовременного (temporal) графа [43,44]
6. Связанные задачи:

6.1. Задача редактирования для ко-графа (co-graph) [61]
6.2. Оптимальная кластеризация для много-дольного графа [62]
6.3. Задача модификации вершин графа с балансом по кластерам [63]
6.4. Задача удаления вершин графа [64]
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Таблица 2. Основные подходы к решению
Ном. Иследование Источник

1. Обзоры:
1.1. Теоретические исследования задач редактирования в кластеризации [15]
1.2. Эффективные алгоритмы для задач редактирования в кластеризации [12]
1.3. Точные алгоритмы для задач редактирования в кластеризации [13]

(оценивание и эксперименты)
2. Переборные(enumerative) точные методы:

2.1. Метод ветвей и границ (branch-and-bound algorithm) [65]
2.2. Методы ветвей и разрезов (branch-and-cut approaches) [13,31]

для p-задачи редактирования
2.3. Метод ветвей и оценок для p-задачи редактирования [42]

(branch-and-price algorithm)
2.4. Точные методы для задачи редактирования с весами [48]
3. Эвристики, мета-эвристики, приближенные алгоритмы:

3.1. Эвристики для задачи редактирования с весами [48]
3.2. Эвристика на основе размещения для задачи редактирования с весами [32]
3.3. 2-аппроксимационный алгоритм для задачи редактирования [36]

на основе удаления вершин
3.4. Гибридная эвристика для задачи редактирования с перекрытием кластеров [33]
3.5. Эвристики и мета-эвристики для задачи редактирования на двух-дольном графе [27]
3.6. Жадная (greedy) эвристика для задачи редактирования с разбиением вершин [57]
4. Полиномиальные алгоритмы (с полиномиальным временем выполнения):

4.1. Полиномиальный алгоритм для задачи редактирования на основе удаления вершин [66]
(случай блокового графа)

4.2. Полиномиальный алгоритм для задачи редактирования на основе удаления вершин [66]
(случай расщепленного графа - split graphs)

4.3. Полиномиальный алгоритм для задачи редактирования на основе удаления [50]
(случай ко-графа)

4.4. Полиномиальный алгоритм для специальной задачи редактирования [67]
((1, 1)-Cluster Editing problem)

4.5. Полиномиальный алгоритм для специальной задачи редактирования [68]
(cluster editing problem for points on the real line)

4.6. Полиномиальный алгоритм для задачи редактирования на интервальном графе [69]
5. Полиномиальные аппроксимационые схемы (PTAS):

5.1. PTAS для задачи редактирования на планарных графах [49]
5.2. PTAS для p-задачи редактирования [70]
5.3. PTAS для задачи редактирования с кластерами небольшого размера [60]
6. Параметризованные алгоритмы (parameterized algorithms):

6.1. Параметризованный алгоритм для задачи редактирования [23]
6.2. Быстрый параметризованный алгоритм для задачи редактирования [39]

на основе удаления вершин
6.3. Быстрый параметризованный алгоритм для задачи редактирования [30]

на двух-дольном графе
6.4. Быстрый ветвистый алгоритм для задач редактирования на основе [37]

операций удаления с фиксированным параметром (fixed-parameter algorithm)
7. Специальные походы:

7.1. Точный алгоритм генерации клик [25]
7.2. Двух-стадийная стратегия решения для задачи редактирования [12]

на основе разбиения множества
7.3. Комбинаторная аппроксимационная схема для задачи редактирования [71]

на основе операций удаления
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3. БАЗОВАЯ ЗАДАЧА РЕДАКТИРОВАНИЯ НА ОСНОВЕ РЕБЕР

3.1. Обозначения

Рассматривается неориентированный граф G = (A,E) (или G = (A(G), E(G))):
(i) A(G) = {a1, ..., ai, ..., an} - множество вершин;
(ii) E(G) = {(ai, aj)} (ai, aj ∈ A) - множество ребер E(G) ⊆ {A×A};
(iii) E(G) - множество пар вершин, для которых нет ребер в графе (т.е., не-ребер)
(E(G) ⊆ {A×A}): E

⋃
E = {A×A} и |E

⋂
E| = 0.

3.2. Базовая математическая формулировка

Базовая математическая формулировка для задачи редактирования ребер в виде целочис-
ленного линейного программирования была предложена в [72]. Здесь используется факт, что
G является кластерным графом если и только если G не содержит граф P3 (путь сформиро-
ванный из 3-х вершин) как порожденный подграф.

Для каждой пары вершин ai, aj (∀ai, aj ∈ A(G)) при i < j рассматривается переменная
xij (xij ∈ {0, 1}}): xij = 0 только в случае, если вершины ai и aj включены в один и тот же
кластер (клику) в результирующем кластерном решении.

Базовая математическая формулировка в виде минимизационной модели имеет вид:

min [ Cd =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

xij + Ca =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

(1− xij) ] (1)

s.t. xik ≤ xij + xjk, xij ≤ xik + xjk, xjk ≤ xij + xik, i < j < k (2)

xij ∈ {0, 1} i < j (3)

Таким образом минимизируется целевая функция (1) в виде суммы двух компонентов:
(а) число удаленных ребер исходного графа Cd,
(б) число добавленных ребер в исходном графе Ca.
Здесь имеется O(n3) "треугольных"неравенств (2), которые исключают порождение под-

графа, изоморфного структуре P3.
Два численных примера задачи редактирования в кластеризации (CEP) представлены ни-

же.

Пример 1. Иллюстративный пример представлен на Рис. 3:
(a) исходный граф (Рис. 3a),
(b) решение проведено на основе 9 операций редактирования/модификации (5 удалений

ребер, 4 добавления ребер); получено множество из трех кластеров/клик (Рис. 3b).

Рис. 3. Иллюстрация для примера 1
(a) исходный граф
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Пример 2. Другой иллюстративный пример представлен на Рис. 4 (используется исходный
граф как в примере 1 на Рис. 3):

(a) исходный граф (Рис. 4a),
(b) решение проведено на основе 8 операций редактирования/модификации (7 удалений

ребер, 1 добавление ребра); получено множество из четырех кластеров/клик (Рис. 4b).

Рис. 4. Иллюстрация для примера 2
(a) исходный граф
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3.3. Модель с двумя целевыми функциями

Здесь можно рассматривать следующие две целевые функции (т.е., отдельно число удален-
ных ребер и число добавленных ребер):

min Cd =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

xij (4a)

min Ca =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

(1− xij) (4b)

s.t. xik ≤ xij + xjk, xij ≤ xik + xjk, xjk ≤ xij + xik, i < j < k (5)

xij ∈ {0, 1} i < j (6)

В результате минимизируется целевая функция в виде двух-компонентного вектора:
min C

da
= (Cd, Ca).

3.4. Модели с весами ребер

Базовая модель с весами ребер (Weighted Cluster Edge Editing problem) исследуется в [23,48,
32]. Здесь используются неотрицательный вес для каждой пары вершин графа wi,j (∀ai, aj ∈
A(G). Таким образом веса рассмотрены и для пар вершин с ребрами и для пар вершин без
ребер:

min [ Cdw =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

wi,j xij + Caw =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

wi,j (1− xij) ] (7)

s.t. xik ≤ xij + xjk, xij ≤ xik + xjk, xjk ≤ xij + xik, i < j < k (8)

xij ∈ {0, 1} i < j (9)

Здесь минимизируется сумма двух функций:
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(а) взвешенное число удаленных ребер как функция (1): Cdw,
(б) взвешенное число добавленных ребер как функция (2): (Caw).

Двух-критериальная модель с весами имеет вид:

min Cdw =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

wij xij (10a)

min Caw =
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

wij (1− xij) (10b)

s.t. xik ≤ xij + xjk, xij ≤ xik + xjk, xjk ≤ xij + xik, i < j < k (11)

xij ∈ {0, 1} i < j (12)

В результате минимизируется взвешенная целевая функция в виде двух-компонентного век-
тора:

min C
daw

= (Cdw, Caw).

Многокритериальная модель основана на векторных весах пар вершин в виде: wij = (w1
ij , ..., w

ξ
ij , ..., w

λ
ij)

(для каждой пары вершин ∀ai, aj ∈ A(G), т.е., для ребер и не-ребер).
Многокритериальная модель имеет вид:

min C
dw

= (
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

w1
ij xij , ...,

∑
i<j, (ai,aj)∈E(G)

wξ
ij xij , ...,

∑
i<j, (ai,aj)∈E(G)

wλ
ij xij ) (13a)

min Caw = (
∑

i<j, (ai,aj)∈E(G)

w1
ij (1− xij), ...,

∑
i<j, (ai,aj)∈E(G)

wξ
ij (1− xij), ...,

∑
i<j, (ai,aj)∈E(G)

wλ
ij (1− xij) ) (13b)

s.t. xik ≤ xij + xjk, xij ≤ xik + xjk, xjk ≤ xij + xik, i < j < k (14)

xij ∈ {0, 1} i < j (15)

Здесь взвешенная векторная целевая функция используется (число компонентов вектора равно
λ): C

dw и C
aw. Очевидно, что две основные схемы решения могут быть использованы:

(а) анализ интегрированной целевой функции (т.е., суммы компонентов целевой функции):

min (C
dw

+ C
aw

);
(б) исследование векторной целевой функции с двумя компонентами:

{ min C
dw

,min C
aw }.

4. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ ДРУГИХ ЗАДАЧ РЕДАКТИРОВАНИЯ

4.1. Задача редактирования на основе удаления ребер

Данная задача редактирования основана только на операциях удаления ребер исходного
графа (разбиение исходного графа) [50]. Иллюстративный пример имеет вид:
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Пример 3. Пример задачи редактирования на основе удаления ребер представлен на Рис.
5:

(а) исходный граф (Рис. 5a),
(б) решение на основе 6 операций редактирования/модификации (6 удалений) для получе-

ния 4-х клик/класетов (Рис. 5b).
Следует отметить, что каждый кластер содержит 3 вершины (т.е., решение является сба-

лансированным по размеру кластера).

Рис. 5. Пример сбалансированного решения
(a) исходный граф
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В данной задаче предполагается минимизация числа удаленных ребер между кластера-
ми/кликами в получаемом решении. Задача относится к классу NP-трудных задач и интенсив-
но исследуется с точки зрения применения специальных быстрых алгоритмов: разрешимость
с фиксированным параметром (fixed-parameter tractability - FPT). Последние годы многие
такие FPT-алгоритмы разработаны для задач кластеризации на специальных ограниченных
графовых структурах и имеют полиномиальную вычислительную сложность.

Другой иллюстративный пример для данной задачи представлен на Рис. 6 (7 операций
модификации/удаление ребер).

Рис. 6. Задача удаления ребер
(a) исходный граф
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Следует отметить, данная задача также исследуется при наличии весов ребер (weighted
edge deletion problem) [53].

4.2. Задача редактирования с учетом нескольких типов вершин

Задачу редактирования с учетом нескольких типов вершин можно отнести к специальному
новому типу. При этом расматривается баланс с учетом типов вершин [73]. Иллюстративный
пример имеет следующий вид:
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Пример 4. Пример представлен на Рис. 7:
(a) исходный граф (три типа вершин) (Рис. 7a),
(b) решение на основе 6-ти операций модификации дуг (4 удаления, 2 добавления) в виде

4-х клик/кластеров (Рис. 7b).
В полученном решении каждый кластер содержит 3 вершины различного типа (т.е., баланс

по числу вершин и по составу кластеров).

Рис. 7. Решение с балансом по типам вершин

Типы вершин:
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4.3. Оптимальная кластеризация на много-дольном графе

Задача оптимальная кластеризация на много-дольном графе (или разбиение на основе
клик) представляет собой специальную постановку [62]:

Разбиение вершин много-дольного графа на множество несвязанных клик на основе добав-
ления или удаления минимального множества ребер.

Эта задача относится к классу NP-трудных задач.

4.4. О задача редактирования на основе удаления вершин

Задача редактирования на основе удаления вершин (cluster vertex deletion problem) является
важной для теории и приложений [36, 37, 38, 39]. Обычно исследуются следующие основные
варианты данной задачи: (i) базовая версия задачи, (ii) версия задачи с весами вершин, (iii)
многокритериальная версия задачи.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Статья посвящена задаче редактирования в кластеризации (удаление и добавление ребер
и/или вершин исходного графа с целью формирования кластерной структуры). Материал
содержит следующие части: (а) обзор литературы в области задач редактирования в кла-
стеризации (типы задач, методы решения); (б) описание нескольких задач редактирования на
основе модификации ребер (cluster edge editing problem): комбинаторные оптимизационные мо-
дели, модели с весами для всех пар вершин, иллюстративные примеры; (в) краткое описание
нескольких других задач задач редактирования в кластеризации (задача редактирования на

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 24 № 3 2024



ЗАДАЧА РЕДАКТИРОВАНИЯ В КЛАСТЕРИЗАЦИИ 257

основе удаления ребер - cluster edge deletion problem, задача редактирования учетом несколь-
ких типов вершин, задача редактирования на основе удаления вершин - cluster vertex deletion
problem); (г) краткое описание будущих направления исследований.

Можно указать следующие перспективные направления исследования:
(1) исследование задач редактирования в кластеризации в условиях неопределенности;
(2) исследование задач с редактированием вершин (например, [36, 39]);
(3) исследование задач с одновременным редактированием ребер и вершин (например, [28]);
(4) исследование динамических задач редактирования в кластеризации (например, [43, 44,

45]);
(5) исследование связей между задачами редактирования в кластеризации и другими близ-

кими комбинаторными задачами;
(6) использование задач редактирования в кластеризации как базовых компонентов в за-

дачах модификации графов (например, [22]);
(7) исследование специальных новых стратегий решения;
(8) применение задач редактирования в кластеризации при проектировании и управлении

в динамических коммуникационных системах;
(9) использование данной задачи при обучении студентов.

Автор подтверждает, что нет конфликтов интересов.

Данное исследование выполнено в рамках проекта по гранту Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации, проект № FFNU-2022-0036 (Институт проблем передачи
информации им. А.А. Харкевича Российской академии наук).
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On Editing Problem in Clustering

M.Sh. Levin

The paper addresses the editing problem in clustering (deletion and addition of edges and/or
vertices in an initial graph to construct a cluster structure) including various versions of the problem
(edge cluster editing, vertex cluster editing, etc.). A literature survey on the problems is presented
(problem types, solving approaches). The cluster edge editing problem is under special study. Several
mathematical optimization models are described for the problem: (1) the basic edge editing problem
with minimization of the number of added edges and number of deleted edges, (2) the version of the
above-mentioned problem with weights of all vertex pairs (including the bi-criteria problem case),
(3) a multicriteria problem with vector weights of the vertex pairs. In addition a brief description
of some other editing problems are presented: (a) edge deletion editing problem, (b) edge editing
problem with several vertex types, (c) vertex deletion editing problem. Numerical examples illustrate
the problems. Some future research directions are pointed out.

KEYWORDS: clustering, cluster editing, combinatorial clustering, combinatorial optimization
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